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В работе представлена расчетно-математическая оценка скорости конвекции расплавленной рабо-
чей и нагревательной среды при упрочнении восстановленных деталей. Расчетная оценка строилась на 
теории многомерных тепломассообменных процессов, протекающих в электродной печи при упрочнении 
восстановленных деталей. Расчетное моделирование проводилось на основании выбора исходных данных 
и характеристик. Результаты расчетов позволили установить влияние скорости конвекции расплавлен-
ной рабочей и нагревательной среды на упрочнение восстановленных деталей. 

Введение. Восстановление деталей сельско-
хозяйственных машин и агрегатов по прогрес-
сивным технологиям включает в себя операции 
наплавки, термического и химико-термического 
упрочнения восстановленных поверхностей. Вы-
полнение этих операций проводится в термичес-
ких установках. Для этого предложена конструк-
ция электродной печи-ванны [3, 5, 8].

Целью исследования являлась разработка 
расчетной модели движения расплавленной ра-
бочей и нагревательной среды печи-ванны для 
определения ее скорости. 

Методика исследований. Расплавленная 
рабочая и нагревательная среда испытывает воз-
действие гравитации и разности температур, что 
в вязкой сплошной среде, с достаточно большим 
коэффициентом теплового расширения, порож-
дает разность плотностей [4, 6, 7]. Таким обра-
зом, происходит тепловая конвекция. 

Возможны две схемы тепловой конвекции в ра-
бочей среде печи-ванны. По первой теоретической 
схеме рабочая среда заключена между горизонталь-
ными поверхностями с различной температурой. 
Расположенная ниже поверхность имеет темпера-
туру больше температуры верхней поверхности. 

При малой разности температур поверхнос-
тей конвекции не возникает из-за наличия вязко-
го трения в расплавленной среде. При возраста-
нии градиента температур между поверхностями 
возникает тепловая конвекция сплошной среды. 

По второй теоретической схеме рабочая сре-
да заключена между вертикальными поверхнос-
тями с различной температурой. В этом случае 
расплавленная среда поднимается вдоль более 

теплой поверхности, а опускается вдоль более 
холодной. Конвекция в этом случае будет проис-
ходить при любом градиенте температуры.

В печи-ванне, с электродным нагревом расплав-
ленной рабочей среды, образуются вертикальные и 
горизонтальные температурные градиенты.

Математическое описание условий возникно-
вения конвективного движения расплавленной 
сплошной среды основывается на уравнениях 
Рэлея–Бенара, Навье–Стокса и Лоренца о тече-
нии вязкой сплошной среды с использованием 
приближения Овербека–Буссинеска [6, 7].  

Рабочее пространство печи-ванны описыва-
ется системой обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений балансов элементарных объемов, 
на которые оно разбивается. 

Для решения этой задачи разделим ее на две 
подзадачи, которые учитывают горизонтальные 
и вертикальные температурные градиенты.

Предположим, что источники тепловыделения 
в ванне расплава печи создают вертикальные со-
ставляющие температурных градиентов, что позво-
ляет приступить к решению этой плоской задачи.

Предположим, что система обладает трансля-
ционной инвариантностью по оси y, поэтому пе-
ременные в уравнениях (1) и (2) зависят от двух 
пространственных координат [6, 7]: высоты z и 
горизонтальной координаты y, перпендикуляр-
ной оси конвективных валов (рис. 1).
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),,(),,( 0 tzyz
h
TTTtzyT 


 ,     (2)



8080

А
ГР

А
РН

Ы
Й

 Н
А

У
ЧН

Ы
Й

 Ж
У

РН
А

Л
А

ГР
А

РН
Ы

Й
 Н

А
У

ЧН
Ы

Й
 Ж

У
РН

А
Л

5
2021

     
где     – поле скоростей течения,  м/с; T – поле 

температур, °С; ),,( tzy  – отклонение профиля 
поля температур по оси z, оС.

Введем функцию тока  ( , , )y z t , такую, что 
будут выполняться  соотношения (3):

zz
 �u 



 ;
    

yy
 �w 



 .   (3)

Получим уравнение неразрывности (4). 
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Учитывая оператор ротора и представление 
для поля температур, получим уравнения, запи-
санные через функцию тока и отклонение от ли-
нейного по оси z профиля поля температур [7]:
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где g   вектор ускорения свободного падения,  

 – коэффициент теплового расширения сре-

ды,  ;  рk  температуропроводность расплав-

ленной среды,  p  – кинематическая вязкость 

расплавленной среды,  
Преобразуем (5) и (6) в систему дифферен-

Рис. 1. Конвективные валы при вертикальных 
температурных градиентах:

),,(),,,( tzywtzyu  – компоненты поля скоростей 
по осям y и z, м/с; h  –  средняя высота слоя 

расплавленной сплошной среды (характерный размер 
конвективного вала в вертикальном направлении z), м;

  – характерный размер конвективного вала 
в горизонтальном направлении y

циальных уравнений на основе метода Галерки-
на [1, 2, 6, 7]. Применение этого метода перехода 
приводит к тому, что искомые функции пред-
ставляются в разделенном по переменным виде, 
точно удовлетворяющим граничным условиям.

Введем представления по Лоренцу функций

 ( , , )y z t  и ),,( tzy : 
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В соответствии с методом Галеркина, функ-
ции (7)–(9) удовлетворяют граничным услови-
ям (10) с учетом сплошности стенок и отсутствия 
касательных напряжений при z = h.
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Пренебрегая гармониками высших порядков 
и после некоторых преобразований, получим 
дифференциальные уравнения (11), (12) и (13).
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Полученные уравнения представляют собой 
математическую модель первого приближения 
для решения поставленной задачи. Эта модель 
непротиворечива и учитывает основные особен-
ности исходных уравнений.

Для корректного определения скоростей дви-
жения и распределения температурных полей 
сплошной среды необходимо учесть горизон-
тальные температурные градиенты. 

Определение скоростей течения сплошной 

V

2

1



8181

А
ГР

А
РН

Ы
Й

 Н
А

У
ЧН

Ы
Й

 Ж
У

РН
А

Л
А

ГР
А

РН
Ы

Й
 Н

А
У

ЧН
Ы

Й
 Ж

У
РН

А
Л

5
2021

среды, вызываемого горизонтальными тем-
пературными градиентами, основывается на 
теории течения вязкой среды в кольцевом ка-
нале [6, 7]. В этом случае конфигурация темпе-
ратурного поля с горизонтальной составляю-
щей имеет следующий вид (рис. 2). Эта задача 
моделируется системами уравнений, являю-
щимися частным случаем системы уравнений 
Рэлея–Бенара, Навье–Стокса и Лоренца о те-
чении вязкой сплошной среды с использовани-
ем приближения Овербека–Буссинеска [6, 7] 
без учета нелинейных членов. 

Введение необходимых предположений и 
допущений позволяет получить следующие 
уравнения: уравнение движения вязкой среды 
в полярной системе координат (14), уравне-
ние массовых сил (15), формулу конфигурации 
температурного поля и граничные условия (16) 
и (17):

   
,

1,
2

2

popo

o FP
Rz

zV












 

       (14)

 cos1  TgF ;               (15)

 cosoTT ;                        (16)

    0,,0   khVV ,                (17)

где   – динамическая вязкость расплавлен-
ной сплошной среды, Па·с.

Интегрируя (14) по zo  с учетом (15), (16) 
и граничных условий (17), получим следующее 
выражение для составляющей скорости (18):

 

Рис. 2.  Расчетная схема неизотермического 
движения вязкой сплошной среды при 

горизонтальных температурных градиентах: 

V   – проекция (тангенциальная) составляющей 
вектора скорости движения сплошной среды, м/с; 

W  – проекция (нормальная) составляющей 
вектора скорости движения сплошной среды, м/с; 

кh   –  величина канала, м; Ro  –  характерный 
размер цилиндрической поверхности, м;

 
0T   –  максимальный температурный перепад 

по горизонтали, оС; ro   –  полярный радиус, м;  

ro –  полярный угол, ; zo  –  

координата  z r Ro o o 

    2/
1
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Усредняя (18) по    от 0 до 2  и  по  z  от  0 до 

кh  и учитывая, что  0  (0) G )2(  PP  , полу-
чим формулу (19).

21

2
k

p

o hTg
V




 
.                     (19)

Эта составляющая скорости течения рабочей 
жидкости обусловлена действием горизонтальных 
температурных градиентов. 

Таким образом, для оценки максимальных со-
ставляющих скоростей конвективного течения 
расплавленной сплошной среды, вызванного го-
ризонтальными температурными градиентами в 
поле сил тяжести с учетом непрерывности потока, 
можно применять следующие соотношения:

 

, 
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 p
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V
P

o

. 
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 p
hTg

W
p

o


    

(20)

Значения скоростей, определяемые формула-
ми (20), входят как дополнительные слагаемые в 
представления поля скоростей (9). Полученные 
формулы (21) являются базовыми для уточнения 
построенной математической модели качествен-
ного и количественного анализа динамических 
тепловых процессов в электродной печи-ванне: 
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  

(21)

Результаты исследований. Расчеты прово-
дились с учетом влияния теплообмена, геометри-
ческих характеристик, а также начальных и гра-
ничных условий (рис. 3).

Заключение. Построенная на уравнениях Рэ-
лея – Бенара, Навье – Стокса и Лоренца о течении 
вязкой сплошной среды с использованием при-
ближения Овербека – Буссинеска математическая 
модель тепломассообменных процессов в электро-
дной печи-ванне позволяет определять скорости 
конвективного движения расплавленной сплошной 
среды, а также уточнять параметры конструкции 
печи, теплофизические характеристики материа-
лов и сред, температурные и другие необходимые 
характеристики и параметры. Изменяя входные 
данные для программы можно моделировать про-
цессы, происходящие в рабочем пространстве печи-
ванны для различного расположения электродов 
и их включения, что позволило провести расчет 
печи-ванны, как с донным расположением элект-
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родов, так и с электродами расположенными и на 
дне и на боковых стенках. Скорость конвекции 
сплошной среды возрастает в 4 раза по сравнению 
с конструкцией печи-ванны с донным расположе-
нием электродов. 
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The article presents a computational and mathematical as-
sessment of the convection rate of the molten working and heat-
ing medium during the strengthening of the restored parts. The 
calculated estimate was based on the theory of multidimensional 
heat and mass transfer processes occurring in the electrode fur-
nace during the hardening of the restored parts. Computational 
modeling was carried out based on the choice of initial data and 
characteristics. The calculation results made it possible to estab-
lish the effect of the convection rate of the molten working and 
heating medium on the hardening of the restored parts.

CALCULATED ESTIMATE OF THE INFLUENCE OF THE CONVECTION RATE OF THE MOLTEN WORKING AND 
HEATING MEDIUM DURING THE STRENGTHENING OF THE RESTORED PARTS


